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Frictionless Marriage Market
摩擦のない結婚市場モデル

▶ モデルの初期時点において, 全ての個人が結婚市場に参加し, 結婚相手を選ぶことができる
▶ 全ての独身者が全ての潜在的な独身者に会うことができ, 相手の特徴を完全に知っていると

する意味で「摩擦がない」とされる
▶ 結婚後は静的なモデルまたはライフサイクルモデルなどの動学的なモデルを用いる.

前提知識

Frictionless marriage market model の理解には以下の前提知識が必要である.

▶ 離散選択モデル (discrete choice model)
▶ パレート効率性 (Pareto efficiency)
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離散選択モデル (Discrete Choice Model)
設定
▶ 消費者 𝑖 は 𝐽  個の選択肢の中から最も効用の高いものを 1 つを選ぶ
▶ 消費者 𝑖 の 𝑗 ∈ {1, …, 𝐽} に対する効用は以下のように表される

𝑈𝑖𝑗 = 𝑉𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗.

▶ 𝑉𝑖𝑗: 観察可能な効用. 消費者 𝑖 や選択肢 𝑗 の属性に依存する
▶ 𝜀𝑖𝑗: 観察できないショック. 第一種極値分布に i.i.d. で従うと仮定する

→ ガンベル分布 (Gumbel distribution) とも呼ばれる
→ CDF: 𝐹(𝑥; 𝜇, 𝜃) = exp(− exp(−𝑥−𝜇

𝜃 ))
→ 平均 𝜇 + 𝜃𝛾. (𝛾 はオイラー定数. 𝛾 ≈ 0.5772). 分散 𝜋2

6 𝜃2
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離散選択モデル (Discrete Choice Model)
選択確率
消費者の選択 𝑑𝑖 は以下のように表される.

𝑑𝑖 = arg max
𝑗

𝑈𝑖𝑗.

観察できないショック 𝜀𝑖𝑗 があるため, 消費者 𝑖 が選択肢 𝑗 を選ぶ事象は確率で表される.

Pr(𝑑𝑖 = 𝑗) = Pr(𝑈𝑖𝑗 > 𝑈𝑖𝑘; ∀𝑘 ≠ 𝑗)

この時, 選択確率は以下のように表される (導出は Train (2001) の Chapter 3 など)

Pr(𝑑𝑖 = 𝑗) =
exp(𝑈𝑖𝑗/𝜃)

∑𝐽
𝑘=1 exp(𝑈𝑖𝑘/𝜃)

.
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パレート効率性と厚生最大化

 パレート効率性と厚生最大化
各エージェント 𝑖 が重み 𝜆𝑖 > 0 を持つ, 以下の厚生関数を考える.

𝑊(𝑥) = ∑
𝑖

𝜆𝑖𝑈𝑖(𝑥).

この時, 厚生関数を最大化する配分 𝑥𝑤 ∈ arg max𝑥 𝑊(𝑥) はパレート効率的である. また, 重み
𝜆𝑖 をパレートウェイト (Pareto weights) とも呼ぶ.

典型的な夫婦の最大化問題は, 以下のように表される.

max
𝑥

(1 − 𝜆)𝑈𝑚(𝑥) + 𝜆𝑈𝑓(𝑥).

▶ パレートウェイト 𝜆 ∈ (0, 1) は妻 𝑓  の交渉力の強さ (bargaining power) に直結する
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Model
設定
▶ 𝑖 = 1, …, 𝐼  タイプの男性と 𝑗 = 1, …, 𝐽  タイプの女性が無数に存在
▶ 各タイプの密度は 𝑚𝑖 > 0 と 𝑓𝑗 > 0. ∑𝐼

𝑖=1 𝑚𝑖 = ∑𝐽
𝑗=1 𝑓𝑗 = 1

▶ Type-𝑖 の男性と Type-𝑗 の結婚した時の密度を 𝜇𝑖𝑗 とすると (独身の場合, 相手は Type-0)

𝜇𝑖0 + ∑
𝐼

𝑗=1
𝜇𝑖𝑗 = 𝑚𝑖, 𝜇0𝑗 + ∑

𝐽

𝑖=1
𝜇𝑖𝑗 = 𝑓𝑗

▶ 各個人は 𝐿0 の時間をもち, そのうち ℎ𝑤 を労働, ℎ𝑄 を家事, 残りの 𝑙 を余暇に使う

𝐿0 = ℎ𝑖
𝑤 + ℎ𝑖

𝑄 + 𝑙𝑖 = ℎ𝑗
𝑤 + ℎ𝑗

𝑄 + 𝑙𝑗

▶ 論文では, 最適課税を議論するために, 課税システム 𝑇  を導入する. この授業では, 摩擦のな
い結婚市場モデルの概略を説明することを目的とするため, 課税システムは説明しない.
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独身者の時間配分
max
𝐚𝑖∈𝐀𝑖

𝑢𝑖(𝑙𝑖, 𝑞𝑖, 𝑄𝑖; 𝑋𝑖) + 𝜖𝐚𝑖

subject to

𝑞𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝑤𝑖ℎ𝑖
𝑤 − 𝑇(𝑤𝑖ℎ𝑖

𝑤, 𝑦𝑖; 𝑋𝑖) − 𝐹𝐶(ℎ𝑖
𝑤; 𝑋𝑖) (Budget constraint)

𝑄𝑖 = 𝜁𝑖0(𝑋𝑖)ℎ𝑖
𝑄 (Home production)

▶ 𝐚𝑖 = (𝑙𝑖, ℎ𝑖
𝑤, ℎ𝑖

𝑄): 時間配分. 離散的な選択肢
▶ 𝜖𝑎: 選択 𝑎 に対する観察できないショック
▶ 𝐹𝐶(ℎ𝑖

𝑤; 𝑋𝑖) ≥ 0: 労働に対する固定費用
▶ 𝑇(𝑤𝑖ℎ𝑖

𝑤, 𝑦𝑖; 𝑋𝑖): 課税システム
▶ 間接効用を 𝑣𝑖

𝑖0(⋅), 𝑣
𝑗
0𝑗(⋅) とし, 期待効用を定義する

𝑈 𝑖
𝑖0(𝑇 ) = 𝔼[𝑣𝑖

𝑖0(𝑤𝑖, 𝑦𝑖, 𝑋𝑖, 𝝐𝑖; 𝑇 )]

𝑈 𝑗
0𝑗(𝑇 ) = 𝔼[𝑣𝑗

0𝑗(𝑤𝑗, 𝑦𝑗, 𝑋𝑗, 𝝐𝑗; 𝑇 )]
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夫婦の時間配分
max

𝐚𝐢∈𝐀𝑖,𝐚𝑗∈𝐀𝑗,𝑠𝑖𝑗∈[0,1]
(1 − 𝜆𝑖𝑗)(𝑢𝑖(𝑙𝑖, 𝑞𝑖, 𝑄; 𝑋𝑖) + 𝜖𝑎𝑖) + 𝜆𝑖𝑗(𝑢𝑗(𝑙𝑗, 𝑞𝑗, 𝑄; 𝑋𝑗) + 𝜖𝑎𝑗)

subject to

𝑞𝑖 + 𝑞𝑗 = 𝑦𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑤𝑖ℎ𝑖
𝑤 + 𝑤𝑗ℎ𝑗

𝑤 − 𝑇(𝑤𝑖ℎ𝑖
𝑤, 𝑤𝑗ℎ𝑗

𝑤, 𝑦𝑖, 𝑦𝑗; 𝑋𝑖, 𝑋𝑗) − 𝐹𝐶(ℎ𝑖
𝑤, ℎ𝑗

𝑤; 𝑋𝑖, 𝑋𝑗)

𝑞𝑗 = 𝑠𝑖𝑗(𝑞𝑖 + 𝑞𝑗)

𝑄 = 𝑄̃𝑖𝑗(ℎ𝑖
𝑄, ℎ𝑗

𝑄; 𝑋𝑖, 𝑋𝑗)

▶ 𝜆𝑖𝑗: 家庭内交渉における効用の重み (Pareto weight). 外生的に与えられる
▶ Type-𝑖 と Type-𝑗 が結婚した時の間接効用を 𝑣𝑖

𝑖𝑗(⋅), 𝑣𝑗
𝑖𝑗(⋅) とし, 期待効用を定義する

𝑈 𝑖
𝑖𝑗(𝑇 , 𝜆𝑖𝑗) = 𝔼[𝑣𝑖

𝑖𝑗(𝑤𝑖, 𝑤𝑗, 𝑦𝑖, 𝑦𝑗, 𝑋𝑖, 𝑋𝑗, 𝝐𝑖, 𝝐𝑗; 𝑇 , 𝜆𝑖𝑗)]

𝑈 𝑗
𝑖𝑗(𝑇 , 𝜆𝑖𝑗) = 𝔼[𝑣𝑗

𝑖𝑗(𝑤𝑖, 𝑤𝑗, 𝑦𝑖, 𝑦𝑗, 𝑋𝑖, 𝑋𝑗, 𝝐𝑖, 𝝐𝑗; 𝑇 , 𝜆𝑖𝑗)]
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配偶者の選択確率
Type-𝑖 の男性 𝑔 が Type-𝑗 の女性を選ぶ際に, 𝜃𝑖𝑔

𝑖𝑗  のショックを受けるとする.

𝑗 = arg max
𝑗=0,…,𝐽

𝑈 𝑖
𝑖𝑗(𝜆𝑖𝑗) + 𝜃𝑖𝑔

𝑖𝑗

ここで, 𝜃𝑖𝑗 ∼ Type-I (0, 𝜎𝜃) を仮定すると,

𝑝𝑖
𝑖𝑗(𝑇 , Λ𝑖⋅) =

exp(𝑈𝑖
𝑖𝑗(𝑇 ,𝜆𝑖𝑗)

𝜎𝜃
)

exp(𝑈𝑖
𝑖0

𝜎𝜃
) + ∑𝐽

ℎ=1 exp(𝑈𝑖
𝑖ℎ(𝑇 ,𝜆𝑖ℎ)

𝜎𝜃
)

.

ここで, Λ𝑖⋅ = (𝜆𝑖1, …, 𝜆𝑖𝐽) とする. 同様に, Type-𝑗 の女性が Type-𝑖 の男性を選ぶ確率は

𝑝𝑗
𝑖𝑗(𝑇 , Λ⋅𝑗) =

exp(𝑈𝑗
𝑖𝑗(𝑇 ,𝜆𝑖𝑗)

𝜎𝜃
)

exp(𝑈𝑗
0𝑗

𝜎𝜃
) + ∑𝐼

𝑔=1 exp(𝑈𝑗
𝑔𝑗(𝑇 ,𝜆𝑔𝑗)

𝜎𝜃
)

.
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結婚市場均衡
結婚市場の均衡は, 𝐼 × 𝐽  の行列で表されるパレートウェイト Λ = {𝜆𝑖𝑗}𝑖∈ℐ,𝑗∈𝒥

 で定義される.

 結婚市場均衡
Type-𝑖 の男性から Type-𝑗 の女性への需要 𝜇𝑑

𝑖𝑗(𝑇 , Λ):

𝜇𝑑
𝑖𝑗(𝑇 , Λ) ≔ 𝑚𝑖𝑝𝑖

𝑖𝑗(𝑇 , Λ𝑖⋅).

Type-𝑗 の女性から Type-𝑖 の男性への供給 𝜇𝑠
𝑖𝑗(𝑇 , Λ):

𝜇𝑠
𝑖𝑗(𝑇 , Λ) ≔ 𝑓𝑗𝑝

𝑗
𝑖𝑗(𝑇 , Λ⋅𝑗).

結婚市場均衡において Λ は以下を満たす:

𝜇𝑑
𝑖𝑗(𝑇 , Λ) = 𝜇𝑠

𝑖𝑗(𝑇 , Λ) ∀𝑖 = 1, ∈ ℐ, 𝑗 ∈ 𝒥.

均衡の存在と一意性は, Gayle and Shephard (2019) の Appendix A にて示されている.
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結婚市場均衡
直感的な解釈

▶ 一般に結婚相手の所得は高いほど良い (消費が増えるため, 所得効果)
▶ 所得が高い (学歴が高い) タイプへの需要は過多になる
▶ 需要を調整する価格のような働きをするのが 𝜆𝑖𝑗 である
▶ 均衡において, 𝜆𝑖𝑗 は所得の低い方が所得の高い相手を選んだ際, 所得が低い方に不利な値に

なる (家庭内交渉力が低くなる)

存在と一意性

▶ いくつかの条件と, 効用関数が以下を満たすとき, 結婚市場均衡は存在し, 一意的である. 証
明は Gayle and Shephard (2019) の Appendix A を参照のこと.

lim
𝑞𝑖→0

𝑢𝑖(𝑙𝑖, 𝑞𝑖, 𝑄; 𝑋𝑖) = lim
𝑞𝑖→∞

𝑢𝑖(𝑙𝑖, 𝑞𝑖, 𝑄; 𝑋𝑖) = −∞.
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Empirical Specification
効用関数

𝑢(𝑙, 𝑞, 𝑄; 𝑋) = 𝑞1−𝜎𝑞 − 1
1 − 𝜎𝑞

+ 𝛽𝑙
𝑙1−𝜎𝑙 − 1
1 − 𝜎𝑙

+ 𝛽𝑄
𝑄1−𝜎𝑄 − 1

1 − 𝜎𝑄
.

家庭内生産関数

𝑄̃𝑖𝑗(ℎ𝑖
𝑄, ℎ𝑗

𝑄; 𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = 𝜁𝑖𝑗(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)(ℎ𝑖
𝑄)

𝛼
(ℎ𝑗

𝑄)
1−𝛼

.

ここで, 𝑋𝑖, 𝑋𝑗 は家庭内での子供の数を表すとし,

𝜁𝑖𝑗(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = {
1 without children
𝜁𝑗𝜗

𝟙{𝑖=𝑗}
𝑗 with children

▶ 𝜗𝟏{𝑖=𝑗}
𝑗 : 夫婦の学歴が同じ場合の補正項
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Constrained Simulated Method of Moments
パラメータは, 結婚市場均衡の制約付き SMM によって推定する.

𝜷, Λ(𝜷) = arg min
𝜷,Λ

(ℳ(𝜷, Λ) − Data)′𝑊(ℳ(𝜷, Λ) − Data) (1)

subject to

𝜇𝑑
𝑖𝑗𝑘(𝜷, Λ𝑘) = 𝜇𝑠

𝑖𝑗𝑘(𝜷, Λ𝑘) ∀𝑖 ∈ ℐ, 𝑗 ∈ 𝒥, 𝑘 ∈ 𝒦. (2)

▶ タイプ集合 ℐ, 𝒥 は学歴 (High School and below, Some college, College and above)
▶ 結婚市場は 9 つ (近隣の州でグループ化, 𝑘 = 1, …, 9) あると仮定 Λ = {Λ𝑘}𝑘∈𝒦
▶ Su and Judd (2012) のアプローチによって推定

→ 通常の SMM では, 最適化の一ステップ 𝜷 ごとに結婚市場の均衡価格 Λ(𝜷) を求める必
要があるが, Su and Judd (2012) のアプローチでは, 最適化の終了時に均衡条件を満た
していれば良い. そのため, 計算時間を大幅に短縮することができる.

→ 制約付き最適化問題を解くアルゴリズムはいくつかあるが, 代表的な拡張ラグラン
ジュ法 (Augmented Lagrangian method) を紹介する.
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Constrained Simulated Method of Moments

 拡張ラグランジュ法 (Augmented Lagrangian method)
次の制約付き最適化問題を考える.

min
𝐱

𝑓(𝐱) s.t. ∀𝑖 : 𝑐𝑖(𝐱) = 0.

拡張ラグランジュ関数法では以下の無制約最適化問題を考える.

min
𝐱

𝑓(𝐱) + ∑
𝑖

𝜆𝑖𝑐𝑖(𝐱) + 𝜇
2

∑
𝑖

𝑐𝑖(𝐱)2.

ここで 𝜆𝑖 はラグランジュ乗数, 𝜇 はペナルティ項の重みである.

ここで 𝐱 = (𝛃, Λ), 𝑓(𝐱) を 式 1, 𝑐𝑖(𝐱) を各 (𝜇𝑑
𝑖𝑗𝑘, 𝜇𝑠

𝑖𝑗𝑘) に対する 式 2 とすれば, 実用上は単にター
ゲットの数が制約条件の数だけ増えた SMM と考えることができる.

14 / 17



Assortative Matching (Targeted)

▶ 同類婚 (assortative matching) のパターンを表している
▶ そのほかのターゲットモーメントは Gayle and Shephard (2019) の Figure 1-3 を参照
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Pareto Weights

▶ 夫婦間で学歴が高いほどパレートウェイトが高い (交渉力が強い)
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まとめ
Frictionless Marriage Market

▶ パートナーに対する離散選択によって結婚市場をモデル化できる
▶ 家庭内交渉力を説明するパレートウェイトが結婚市場の均衡価格の役割を果たす

Assortative Mating (同類婚)

▶ 学歴 (収入) の高い相手と結婚すると
→ 消費が増える (所得効果)
→ 家庭内交渉力 (パレートウェイト) が低くなる

▶ 同程度の学歴であれば, ウェイトを悪くせずに結婚の便益 (ここでは公共財) を享受できる
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